
ت  رم م  ی  ان ق  س  م  ت ‐٢ ری  اض  ͬ س  والات ن  م  ون  ه

ک  ن  ی  د: ث  اب  ت ح  د ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ‐ب  ا

١) lim
(x,y)→(٢,۴)

(۵x− ٣y) = −٢ ٢) lim
(x,y)→(١,٢)

(۴x+ ٢y) = ٨

٣) lim
(x,y)→(٢,١)

(x− ۵y) = −٣ ۴) lim
(x,y)→(١,١)

(x٢ + y٢) = ٢

۵) lim
(x,y)→(٢,٣)

(۴x٢ − ٢y٢) = −٢ ۶) lim
(x,y)→(١,١)

(۵x− y٢) = ۴

٧) lim
(x,y)→(١−,٣)

(x٢ + y٢ − ۴x+ ٢y) = −۴ ٨) lim
(x,y)→(٢,۴)

(x٢ + ٢x− y) = ۴

ک  ن  ی  د: ب  ح  ث زی  ر ت  واب  ع ح  د خ  ص  وص در دل  ی  ل ذک  ر ‐ب  ا

٩) lim
(x,y)→(١,١)

x٢ − y٢

x− y
١٠) lim

(x,y)→(٢−,٢)

x٣ + ٨y٣

x+ ٢y
١١) lim

(x,y)→(١,١)

٣
√
x− ٣

√
y

x− y

١٢) lim
(x,y)→(٠,١)

√
x+ y −√

y

x
١٣) lim

(x,y)→(٠,٠)

x٩y

(x۶ + y٢(٢
١۴) lim

(x,y)→(٠,٠)

x٢

x٢ + y

١۵) lim
(x,y)→(٠,٠)

x٢y٢

x٣ + y٣
١۶) lim

(x,y)→(٠,٠)

x۴y۴

(x٢ + y۴)٣
١٧) lim

(x,y)→(٠,٠)

x٢y٢

x٢ + y٢

١٨) lim
(x,y)→(٠,٠)

x٢y٢

x۴ + y۴
١٩) lim

(x,y)→(١,٢)

xy − ٢x− y + ٢
x٢ + y٢ − ٢x− ۴y + ۵

٢٠) lim
(x,y)→(٠,٠)

x٢ − ٢xy + ۵y٢

٣x٢ + ۴y٢
٢١) lim

(x,y)→(٠,٠)

x٣ − x٢ + xy٢ − y٣

x٢ + y٢

ک  ن  ی  د: ب  ح  ث زی  ر ت  واب  ع ͬ  ͽ  پ  ی  وس  ت م  ورد در ‐

٢٢)F (x, y) =
√

x٢ + y٢ − ١۶ ٢٣)F (x, y) = ln(٢x− y + ٣)

١



٢۴)F (x, y) =
√
xye

√
x٢+۴y١−٢۶ ٢۵)F (x, y) =

xy

x٢ + y٢

٢۶)F (x, y, z) =
√
xy ln z ٢٧)F (x, y, z) =

١
x٢ + y٢ − z٢

٢٨)F (x, y) =


٢y٢ − ٣xy√

x٢ + y٢
(x, y) ̸= (٠,٠)

٠ (x, y) = (٠,٠)

٢٩)F (x, y) =


x٣y٢

x٢ + y۴
(x, y) ̸= (٠,٠)

٠ (x, y) = (٠,٠)

٣٠)F (x, y) =


x٢y

x٣ + y٣
(x, y) ̸= (٠,٠)

٠ (x, y) = (٠,٠)

٣١)F (x, y, z) =


xy

√
z

x٣ + y٣ + z٣/٢
(x, y, z) ̸= (٠,٠,٠)

٠ (x, y, z) = (٠,٠,٠)

آوری  د. دس  ت ب  ه را زی  ر ت  واب  ع ج  زئ  ͬ م  ش  ت  ق  ات ‐

٣٢)F (x, y) = ٢x۴y٣ − xy٢ + ٣y + ١ ٣٣)F (x, y) = (x٣ − y٢(٢

٣۴)F (x, y) =
√

x٢ + y٢ ٣۵)F (x, y) = xey + y sinx

٣۶)F (x, y) = ex lnxy ٣٧)F (x, y) = x cos
x

y

٣٨)F (x, y) =
x

y
+

y

x
٣٩)F (x, y, z) = x٢e٢y cos z

۴٠)F (x, y, z) = x٣tgy +
√
yez

٢ − z cos٢x

ͬ ک  ن  ن  د. م   ص  دق Fxx + Fyy = ٠ م  ع  ادل  ه در زی  ر ت  واب  ع دھ ی  د ‐ن  ش  ان

۴١)F (x, y) = e−٢y cos٢x ۴٢)F (x, y) = ln
√
x٢ + y٢ ۴٣)F (x, y) = tg−١

y

x

٢



.wx + wy = ٠ دھ ی  د ن  ش  ان w = F (x− y, y − x) اگ  ر

.ywx + xwy = ٠ دھ ی  د ن  ش  ان w = F (x٢ − y٢, y٢ − x٢) اگ  ر

ث  اب  ت  ͬ م  ق  دار زی  ر ع  ب  ارت دھ ی  د ن  ش  ان ب  اش  د y و x از ت  اب  ع  ͬ z و F (x٣ − y٣, x٢ − z٢) = ٠ اگ  ر ال  ف)

ͬ ب  اش  د: م  

(
y٢z

)
zx +

(
x٢z

)
zy − xy٢ + ۴

.xzx + yzy = z دھ ی  د ن  ش  ان F (
x
z
, y
z

)
= ٠ ال  ف) ‐اگ  ر

اس  ت. (x, y) ن  ق  ط  ه ق  ط  ب  ͬ م  خ  ت  ص  ات (r, θ) .∂
٢u

∂x٢
+

∂٢u

∂y٢
=

∂٢u

∂r٢
+
١
r

∂u

∂r
+

١
r٢

∂٢u

∂θ٢
ک  ن  ی  د ث  اب  ت ب)

ص  ورت): ای  ن (در


x = es cos t

y = es sin t

اگ  ر ک  ن  ی  د ث  اب  ت ج)

∂٢u

∂s٢
+

∂٢u

∂t٢
= (x٢ + y٢)

(
∂٢u

∂x٢
+

∂٢u

∂y٢

)

ک  ه دھ ی  د ن  ش  ان آی  د، دس  ت ب  ه F
(
x
z
, y
z

)
= ٠ راب  ط  ه از z = z(x, y) ض  م  ن  ͬ ت  اب  ع اگ  ر د)

ͬ ک  ن  د. م   ص  دق x
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
= z راب  ط  ه در ت  اب  ع ای  ن

ث  اب  ت آی  د، دس  ت ب  ه F
(
x+ z

y
, y + z

x

)
= ٠ راب  ط  ه از z = z(x, y) ض  م  ن  ͬ ت  اب  ع اگ  ر ه)

.x∂z
∂x

+ y
∂z

∂y
= z − xy ک  ن  ی  د

٣



راب  ط  ه ای ب  ه را ∂٢z

∂x٢
− ۴ ∂٢z

∂x∂y
+ ٣∂

٢z

∂y٢
= ٠ راب  ط  ه ،


r = ٣x+ y

s = x+ y

م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر از اس  ت  ف  اده ‐ب  ا

ک  ن  ی  د. ت  ب  دی  ل r و s ب  رح  س  ب

ک  ه ب  ی  اب  ی  د م  ق  ادی  ری b و a ث  اب  ت ھ ای ب  رای . ∂٢u

∂x∂y
= ٠ و z = u(x, y)eax+by ک  ن  ی  د ف  رض ‐

. ∂٢z

∂x∂y
− ∂z

∂x
− ∂z

∂y
+ z = ٠

.∂
٢z

∂x٢
+

∂٢z

∂y٢
= ٠ ک  ن  ی  د ث  اب  ت ،z = f

(
x

x٢+y٢
,− y

x٢+y٢

)
و ∂٢f

∂u٢
+

∂٢f

∂v٢
= ٠ اگ  ر ‐

r و s ح  س  ب ب  ر راب  ط  ه ای ب  ه را ∂٢u

∂t٢
= ۴∂

٢u

∂x٢
راب  ط  ه ،


r = x− ٢t

s = x+ ٢t

م  ت  غ  ی  ر ت  غ  ی  ی  ر از اس  ت  ف  اده ‐ب  ا

ک  ن  ی  د. ت  ب  دی  ل

ک  ن  ی  د ث  اب  ت آی  د، دس  ت ب  ه F
(
x+ z

y
, y + z

x

)
= ٠ راب  ط  ه از z = z(x, y) ض  م  ن  ͬ ت  اب  ع ‐اگ  ر

.x∂z
∂x

+ y
∂z

∂y
= z − xy

ک  ن  ی  د: ب  ح  ث زی  ر ح  دود وج  ود ع  دم ی  ا وج  ود م  ورد ‐در

١) lim
(x,y)→(٠,٠)

x٢y٣

x۴ + ٣y۴
٢) lim

(x,y)→(٠,٠)

x٣y

x۶ + y٣

٣) lim
(x,y)→(٠,٠)

x− y + ٢
√
x− ٢√y

√
x−√

y
۴) lim

(x,y)→(٠,٠)

xy

x+ y

۵) lim
(x,y,z)→(٠,٠,٠)

x sin y − y cos z

|x|+ |y|+ |z|
۶) lim

(x,y)→(٠,٠)

sin(x− y)

x− y

٧) lim
(x,y)→(٠,٠)

y٢ + sinx

y٢ − x٢
٨) lim

(x,y)→(٠,٠)

xy٢

|y|٣ + |x|٣

٩) lim
(x,y)→(٠,٠)

(x٢ + y٢) sin
١

x٢ + y٢

۴



ک  ن  ی  د: م  ح  اس  ب  ه زی  ر ت  اب  ع ب  رای را Fxy(٠,٠) ج  زئ  ͬ م  ش  ت  ق  ات ت  ع  ری  ف از اس  ت  ف  اده ‐ب  ا

F (x, y) =


xy

x٣

x٢ + y٢
(x, y) ̸= (٠,٠)

٠ (x, y) = (٠,٠)

اس  ت؟ پ  ی  وس  ت  ه (−١,٠) در زی  ر ت  اب  ع ‐آی  ا

F (x, y) =


xy

xy + y

x٢ + y٢ + ٢x+ ١
(x, y) ̸= (−١,٠)

٠ (x, y) = (−١,٠)

ب  اش  ن  د. م  وج  ود آن ج  زئ  ͬ م  ش  ت  ق  ات ام  ا ن  ب  اش  د پ  ی  وس  ت  ه ک  ه ب  زن  ی  د م  ث  ال ‐ت  اب  ع  ͬ

اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه ج  ا ھ م  ه F (x, y) =


sin٢(x− y)

|x|+ |y|
(x, y) ̸= (٠,٠)

٠ (x, y) = (٠,٠)

ت  اب  ع ک  ن  ی  د ث  اب  ت ‐

ص  دق ٢ sin(x + ٢y − ٣z) = x + ٢y − ٣z راب  ط  ه ی در ک  ه y و x ب  رح  س  ب م  ش  ت  ق پ  ذی  ر ت  اب  ع  ͬ z اگ  ر ‐

دھ ی  د: ن  ش  ان ک  ن  د

zx + zy = ١

b و a م  ق  ادی  ر . ∂٢u

∂x∂y
= ٠ ͬ دان  ی  م م   ھ م  چ  ن  ی  ن و z = u(x, y)eax+by و ھ س  ت  ن  د ث  اب  ت b و a ک  ن  ی  د ف  رض ‐

. ∂٢z

∂x∂y
− ∂z

∂y
− ∂z

∂x
+ z = ٠ ک  ه ب  ی  اب  ی  د ط  وری را

آوری  د. دس  ت ب  ه را ∂F

∂x
(٠,٠) و ∂F

∂y
(٠,٠) آن گ  اه F (x, y) =


x٢ cosx− y٣

x٢ + y٢
(x, y) ̸= (٠,٠)

٠ (x, y) = (٠,٠)

‐اگ  ر

۵



ک  ن  ی  د. ب  ررس  ͬ م  ب  دأ در را F (x, y) =


(x, y) sin

١
x
sin

١
y

(x, y) ̸= (٠,٠)

٠ (x, y) = (٠,٠)

ͬ  ͽ  پ  ی  وس  ت‐

را zxy .sin(x + y) + sin(y + z) = ١ ھ م  چ  ن  ی  ن و ب  اش  د y و x ب  رح  س  ب م  ش  ت  ق پ  ذی  ر ت  اب  ع  ͬ z اگ  ر ‐

ک  ن  ی  د. ح  س  اب

ب  اش  د: م  وج  ود زی  ر ح  د ت  ا ش  ود اع  م  ال آن ھ ا ب  ر ش  رای  ط  ͬ چ  ه ب  اش  ن  د. ح  ق  ی  ق  ͬ اع  داد n و m و p ک  ن  ی  د ف  رض ‐

lim
(x,y)→(٠,٠)

xnym

|y|p + |x|p

آوری  د. دس  ت ب  ه زی  ر ت  واب  ع ب  رای را ͬ  ͽ  پ  ی  وس  ت دام  ن  ه ‐

F (x, y) =


x٢

x٢ − y٢
x ̸= ±y

٠ x = ±y

F (x, y) =


ln(١− x٢ − y٢ − z٢) x٢ + y٢ + z٢ < ١

٠ x٢ + y٢ + z٢ ≥ ١

F (x, y) =


xyz

x٢ + y٢ + z٢
x٢ + y٢ + z٢ ̸= ٠

٠ x٢ + y٢ + z٢ = ٠

اس  ت. پ  ی  وس  ت  ه (١,٠) در زی  ر ت  اب  ع a از م  ق  ادی  ری چ  ه ازای ‐ب  ه

F (x, y) =


(x− ١)y

x٢ + y٢ − ٢x+ ١
(x, y) ̸= (١,٠)

a (x, y) = (١,٠)

۶



ک  ن  ی  د. م  ش  خ  ص دل  ی  ل ذک  ر ب  ا را زی  ر ت  واب  ع ͬ  ͽ  پ  ی  وس  ت وض  ع  ی  ت ‐

F (x, y) =


x۴y

x٢ + y۴
(x, y) ̸= (٠,٠)

٠ (x, y) = (٠,٠)

F (x, y) =


x۴y

x۴ + y۶
(x, y) ̸= (٠,٠)

٠ (x, y) = (٠,٠)

F (x, y) =


x٢y٢

|x|٣ + |y|٣
(x, y) ̸= (٠,٠)

٠ (x, y) = (٠,٠)

F (x, y) =


xy٣

x٢ + y۶
(x, y) ̸= (٠,٠)

٠ (x, y) = (٠,٠)

F (x, y) =


x٢y

x۴ + y٢ex
(x, y) ̸= (٠,٠)

٠ (x, y) = (٠,٠)

F (x, y) =


x٢y٢

x۶ + y۶
(x, y) ̸= (٠,٠)

٠ (x, y) = (٠,٠)

F (x, y) =


sin(xy)

xy
xy ̸= ٠

١ xy = ٠

F (x, y) =


x sin(y)

x٢ + y٢
(x, y) ̸= (٠,٠)

٠ (x, y) = (٠,٠)

F (x, y, z) =


xz − y٢

x٢ + y٢ + z٢
(x, y, z) ≠ (٠,٠,٠)

٠ (x, y, z) = (٠,٠,٠)

و ∂٢F

∂x∂y
(٠,٠) ،∂

٢F

∂y٢
(٠,٠) ،∂

٢F

∂x٢
(٠,٠) م  ق  ادی  ر F (x, y) =


x٣y − xy٣

x٢ + y٢
(x, y) ̸= (٠,٠)

٠ (x, y) = (٠,٠)

ت  اب  ع در ‐

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را ∂٢F

∂y∂x
(٠,٠)

٧


