
چ  ه  ارم: ف  ص  ل

ب  ن  وی  س  ی  د: را زی  ر روی  ه ھ ای ب  ر ق  ائ  م خ  ط و م  م  اس ص  ف  ح  ه م  ع  ادلات

1)4x2 − y2 + 3z2 = 10, p(2,−3, 1)

2)9x2 − 4y2 − 25z2 = 40, p(4, 1,−2)

3)z = 4x2 + 9y2, p(−2,−1, 25)

4)z = 4x2 − y2, p(5,−8, 36)

5)z = 2e−x cos y, p(0, π3 , 1)

6)xyz − 4xz3 + y3 = 10, p(−1, 2, 1)

آوری  د: دس  ت ب  ه ش  ده داده ج  ه  ت و ن  ق  ط  ه در را f س  وی  ͬ م  ش  ت  ق زی  ر ت  م  ری  ن ھ ای در

7)f(x, y) = x2 − 5xy + 3y2, p(3,−1), u = (

√2
2 )(i+ j)

8)f(x, y) = x3 − 3x2y − y3, p(1,−2), u = (
1
2)(−i+

√
3j)

9)f(x, y) = arctan(
y

x
), p(4,−4), a = 2i− 3j

10)f(x, y) = x2 ln y, p(5, 1), a = −i+ 4j

11)f(x, y) =
√

9x2 − 4y2 − 1, p(3,−2), a = i+ 5j

12)f(x, y, z) = z2exy, p(−1, 2, 3) a = 3i+ j − 5k

13)f(x, y, z) = √
xy sin z, p(4, 9, π4 ), a = 2i+ 3j − 2k

14)f(x, y, z) = z2 tan−1(x+ y), p(0, 0, 4), a = −3i+ k

ن  ق  ط  ه ت  ا ن  ق  ط  ه ای  ن ام  ت  داد در A(2, 1) ن  ق  ط  ه در z = x3 + x2y − 2xy2 + 3 ت  اب  ع م  ش  ت  ق م  ط  ل  وب  س  ت (15
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.B(5, 3)

ھ م  ه ب  ا ک  ه ب  رداری ام  ت  داد در A(2,−1, 1) ن  ق  ط  ه در f = x2 + 3z2y − xyz + 1 ت  اب  ع م  ش  ت  ق م  ط  ل  وب  س  ت (16

ͬ س  ازد. م   م  س  اوی زوای  ای م  خ  ت  ص  ات م  ح  ورھ ای

ن  ق  ط  ه در ͬ س  ازد م   5π
6 زاوی  ه ،x م  ح  ور ب  ا ک  ه ب  رداری ج  ه  ت در f(x, y) = x2 + 2xy − y2 س  وئ  ͬ م  ش  ت  ق (17

آوری  د. دس  ت ب  ه (2,−3)

ن  ق  ط  ه در ͬ س  ازد م   π

3 زاوی  ه ،x م  ح  ور ب  ا ک  ه ب  رداری ج  ه  ت در f(x, y) = (xy + y2)4 س  وئ  ͬ م  ش  ت  ق (18

آوری  د. دس  ت ب  ه (2,−1)

ͬ ش  ود؟ م   ص  ف  ر ب  راب  ر (1, 1) ن  ق  ط  ه در م  ش  ت  ق ج  ه  ت  ͬ چ  ه در ب  اش  د f(x, y) = e2xy اگ  ر (19

ج  ه  ت  ͬ چ  ه در و ͬ ش  ود م   ص  ف  ر ب  راب  ر (1, 1) ن  ق  ط  ه در م  ش  ت  ق ج  ه  ت  ͬ چ  ه در ب  اش  د f(x, y) = x2 − y2

x2 + y2
اگ  ر (20

ͬ ب  اش  د. م   م  ی  ن  ی  م  م ج  ه  ت  ͬ چ  ه در و م  اک  زی  م  م م  ش  ت  ق ن  ق  ط  ه، ای  ن از

ام  ت  داد در (1, 1) ن  ق  ط  ه در f س  وئ  ͬ م  ش  ت  ق ،f(x, y) =


xy3

x3 + y3
, (x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)
ͅ  ه آن   ف  رض ب  ه (21

ب  ی  اب  ی  د. را f(x, y) =


x =

√2 cos t

y =
√2 sin t

پ  ارام  ت  ری م  ع  ادلات ب  ه C م  ن  ح  ن  ͬ ب  ر م  م  اس

ب  ی  اب  ی  د: را زی  ر ت  واب  ع ن  س  ب  ͬ ‐اک  س  ت  رم  م ھ ای

22)f(x, y) = x2 + 2xy + 3y2 23)f(x, y) = x3 + 3xy − y3

24)f(x, y) = x2 − 3xy − y2 + 2y − 6x 25)f(x, y) = x4 + y3 + 32x− 9y
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26)f(x, y) = cos x+ sinx 27)f(x, y) = ex sin y

28)f(x, y) = 4y + x2y2 + 8x
xy

29)f(x, y) = (x+ y + 1)2
x2 + y2 + 1

30)f(x, y, z) = 2x2 + 4xy − 3y2 − 20x+ z2 + 5z

31)f(x, y, z) = 3xy + xz − 6x+ 10y + 4yz −
(1
2
)
z2

آوری  د. دس  ت ب  ه را 2x+ 3y − z = 4 و 2x+ 3y − z = 2 ص  ف  ح  ه دو ب  ی  ن ف  اص  ل  ه ک  وت  اھ ت  ری  ن (32

ب  اش  د. م  اک  زی  م  م آن  ه  ا ح  اص  ل  ض  رب و 1000 ب  راب  ر آن  ه  ا ج  م  ع ک  ه ک  ن  ی  د پ  ی  دا م  ث  ب  ت ع  دد س  ه (33

ب  ی  اب  ی  د. را م  ب  داء ت  ا xy3z2 = 16 روی  ه ف  اص  ل  ه 34)ک  وت  اھ ت  ری  ن

آوري  د. دس  ت ب  ه را x2 + 4y2 = 16 ب  ي  ض  ͬ روی ن  ق  ط  ه ای و م  ب  داء ب  ي  ن ف  اص  ل  ه ب  ي  ش  ت  ري  ن و ک  م  ت  ري  ن (35

دس  ت ب  ه را 9x2 + 4y2 + z2 = 36 ب  ي  ض  ي  وار ب  ر واق  ع ای ن  ق  ط  ه و م  ب  داء ب  ي  ن ف  اص  ل  ه ب  ي  ش  ت  ري  ن و ک  م  ت  ري  ن (36

آوري  د.

ب  ی  اب  ی  د: را زی  ر ت  واب  ع م  ط  ل  ق ‐اک  س  ت  رم  م ھ ای

37)f(x, y) = x2 − 3xy − y2 + 2y − 6x R = {(x, y)||x| ≤ 3, |y| ≤ 2}

38)f(x, y) = x2 + 2xy + 3y2 R = {(x, y)| − 2 ≤ x ≤ 4,−1 ≤ y ≤ 3}

39)f(x, y) = x3 + 3xy − y3

.C(−1,−2) و B(1,−2) و A(1, 2) رئ  وس ب  ا اس  ت م  ث  ل  ث  ͬ R

40)f(x, y) = 4x3 − 2x2y + y2
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.y = 9 و y = x2 ب  ه ش  ده م  ح  دود ن  اح  ی  ه R

41)f(x, y) = 5+ 4x− 2x2 + 3y − y2

.y = 2 و y = −x و y = x خ  ط  وط ب  ه م  ح  دود اس  ت م  ث  ل  ث  ͬ R

42)f(x, y) = x2 + 4y2 − x+ 2y

ͬ ب  اش  د. م   x2 + 4y2 = 1 ب  ی  ض  ͬ ب  ه ش  ده م  ح  دود ن  اح  ی  ه R

آوري  د: دس  ت ب  ه ش  ده داده روي  ه روی را f ت  اب  ع اک  س  ت  رم  م  ھ ای ‐

x2 + 4y2 + 2z2 = 8 ق  ی  د ب  ا f = xyz (43

x2 + y2 − 4y = 0 ق  ی  د ب  ا f = 25− x2 − y2 (44

x2 + y2 − 2y = 0 ق  ی  د ب  ا f = 4x2 + 2y2 + 5 (45

3x− 2y + z − 4 = 0 ق  ی  د ب  ا f = x2 + y2 + z2 (46

x2 + 2y2 + 4z2 = 4 ق  ی  د ب  ا f = xyz (47

x2 + y2 = 1 ق  ی  د ب  ا f = 4x2 + y2 − 4xy (48

2x+ 3y = 1 ق  ی  د ب  ا f = 2x2 − y2 + xy + y (49

x2 + y2 + z2 = 25 ق  ی  د ب  ا f = x+ y + z (50

x+ y + z = 25 ق  ی  د ب  ا f = x2 + y2 + z2 (51

x+ 2y − z = 1 و 2x− y + z = 4 ق  ی  د دو ب  ا f = 4x2 + y2 + z2 (52
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x− y − z = 3 و x+ y + z = 4 ق  ی  د دو ب  ا f = x3 + y3 + z3 (53

x+ y + z = 1 و x2 + y2 = 4 ق  ی  د دو ب  ا f = z − x2 − y2 (54

y2 − z2 = 0 و x− y = 1 ق  ی  د دو ب  ا f = x2 + y2 + z2 (55
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پ  ن  ج  م ف  ص  ل ت  م  ري  ن ھ ای

اگ  ر: ∫ d

c

∫ b

a
f(x, y)dxdy =

∫ b

a

∫ d

c
f(x, y)dydx ک  ن  ی  د ث  اب  ت

a = 1 و b = 2 و c = −1 و d = 2 و f(x, y) = 12xy2 − 8x3 (1

a = −2 و b = −1 و c = 0 و d = 3 و f(x, y) = 4xy3 + y (2

a = 0 و b = 5 و c = −3 و d = 4 و f(x, y) = x3y − 5y2 (3

a = 1 و b = 2 و c = −1 و d = 2 و f(x, y) = 2x+ 3y2 − 8 (4

ش  ود. م  ح  اس  ب  ه آن روی ان  ت  ͽ  رال ک  ه ک  ن  ي  د رس  م را ن  اح  ي  ه ای م  ورد ھ ر در و ک  ن  ي  د م  ح  اس  ب  ه را زي  ر ان  ت  ͽ  رال ھ ای

5)
∫ 2

1

∫ √
x

1−x

x2ydydx 6)
∫ 2

0

∫ 2y

y2
(4x− y)dydx

7)
∫ e

1

∫ x

0
lnxdydx 8)

∫ 2

1

∫ x

x3
e

y
xdydx

9)
∫ 1

−1

∫ x+1

x3
(3x+ 2y)dydx 10)

∫ 1

0

∫ 1

y

1
1+ y2

dydx

11)
∫ 1

0

∫ y−1

−y−1
(x2 + y2)dydx 12)

∫ π
6

0

∫ π
2

0
(x cos y − y cosx)dydx

روی را ∫∫
R

f(x, y)dA ح  دود س  پ  س و رس  م اس  ت ش  ده م  ش  خ  ص زي  ر ͬ ھ ای م  ن  ح  ن   ب  وس  ي  ل  ه ک  ه R ‐ن  اح  ي  ه

ک  ن  ي  د. پ  ي  دا ش  ده م  ش  خ  ص ن  اح  ي  ه

13)y =
√
x , x = 4 , y = 0 14)y = x3 , x = 0 , y = 8

15)y =
√
x , y = x3 16)y =

√
1− x2 , y = 0

17)y =
√
x , x = 0 , y = 2 18)y = x3 , x = 2 , y = 0

ب  ͽ  ي  ري  د: ان  ت  ͽ  رال م  ف  روض ن  اح  ي  ه روی f(x, y) ت  اب  ع ‐از
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.D(−1, 4) و c(2, 4) و B(2,−1) و A(−1,−1) رئ  وس ب  ا R م  س  ت  ط  ي  ل  ͬ ن  اح  ي  ه روی f(x, y) = y + 2x (19

.c(2, 1) و B(2, 1) و A(2, 9) رئ  وس ب  ا R م  ث  ل  ث  ͬ ن  اح  ي  ه روی f(x, y) = xy (20

.C(2, 1) و B(3, 1) و A(0, 0) رئ  وس ب  ا R م  ث  ل  ث  ͬ ن  اح  ي  ه روی f(x, y) = xy2 (21

. x =
π

4 ت  ا x = 0 از y = cos x و y = sin x ھ ای م  ن  ح  ن  ͬ ب  ه ش  ده م  ح  دود R ن  اح  ي  ه f(x, y) = y + 1 (22

.x = 2 و y = 0 و y = x2 ھ ای م  ن  ح  ن  ͬ ب  ه ش  ده م  ح  دود R ن  اح  ي  ه f(x, y) = x3 cosxy (23

.0 ≤ y ≤ 1 و 0 ≤ x ≤ π م  س  ت  ط  ی  ل ب  ه ش  ده م  ح  دود R ن  اح  ی  ه f(x, y) = y cosxy (24

ب  ͽ  ي  ري  د: ان  ت  ͽ  رال س  پ  س و ع  وض را ان  ت  ͽ  رال  ͽ  ي  ری ت  رت  ي  ب اب  ت  دا ‐

25)
∫ 1

0

∫ 2

2x
ey

2
dydx 26)

∫ 2

0

∫ 4

y2
y cosx2dxdy

27)
∫ 9

0

∫ 3

√
y

sinx3dxdy 28)
∫ e

1

∫ lnx

0
ydydx

29)
∫ 8

0

∫ 2

3√y

y√16+ x2dxdy 30)
∫ 1

0

∫ 1

x

1
y
sin y cos

x

y
dydx

31)
∫ 1

0

∫ 1

y

e
y
xdxdy 32)

∫ 27

0

∫ 9

y
2
3
y cosx4dxdy

33)
∫ 1

0

∫ e

ey

dxdy

lnx
34)

∫ 1

0

∫ arccos y

0
esinxdxdy

35)
∫ √

π
2

0

∫ √
π
2

y

y2 sinx2dxdy 36)
∫ 9

0

∫ 3

√
x

x

y3
ey

2
dydx

دوگ  ان  ه ان  ت  ͽ  رال ͷ  ک  م ب  ه را ن  اح  ي  ه م  س  اح  ت و ن  م  ائ  ي  د رس  م را زي  ر م  ع  ادلات ب  وس  ي  ل  ه ش  ده م  ش  خ  ص ‐ن  اح  ي  ه

آوري  د: دس  ت ب  ه

37)y =
1
x2 , y = −x2, x = 1, x = 2
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38)y =
√
x, y = −x, x = 4, x = 1

39)y = x3, x = 2, y = 0,

40)x = y2, y − x = 2, y = −2, y = 3

37)y =
1
x2 , y = −x2, x = 1, x = 2

41)y2 = −x, x− y = 4, y = −1, y = 2

42)y = x, y = 3x, x+ y = 4,

43)x− y + 1 = 0, 7x− y − 17 = 0, 2x+ y + 2 = 0

44)y = ex, y = sin x, x = π, x = −π

45)y = x2, y =
1

1+ x2

م  ح  دود ک  ه xy ص  ف  ح  ه در R ن  اح  ي  ه ب  الای و z = 4x2 + y2 س  ه  م  ي  ͽ  ون زي  ر ک  ه ب  ي  اب  ي  د را ج  س  م  ͬ ح  ج  م (46

.(2, 1, 0) و (2, 0, 0) و (0, 1, 0) و (0, 0, 0) رئ  وس ب  ا م  س  ت  ط  ي  ل  ͬ ب  ه ش  ده

م  ح  دود ک  ه xy ص  ف  ح  ه در R ن  اح  ي  ه ب  الای و z = 4x2 + y2 س  ه  م  ي  ͽ  ون زي  ر ک  ه ب  ي  اب  ي  د را ج  س  م  ͬ ح  ج  م (47

.(1, 2, 0) و (1, 0, 0) و (0, 0, 0) رئ  وس ب  ا م  ث  ل  ث  ͬ ب  ه ش  ده

ͬ ب  اش  د. م   م  ح  دود زي  ر ͬ ھ ای م  ن  ح  ن   ب  ه و اس  ت واق  ع اول ھ ش  ت  م ͷ  ي در ک  ه ب  ي  اب  ي  د را ج  س  م  ͬ ‐ح  ج  م

48)x2 + z2 = 9, y = 2x, y = 0, z = 0

49)z = 4− x2, x+ y = 2, x = 0, y = 0, z = 0

50)2x+ y + z = 4, x = 0, y = 0, z = 0

51)y2 = x, y = x, x = 4, z = 0
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52)z = x2 + y2, y = 4− x2, x = 0, y = 0, z = 0

53)x2 + y2 = 16, x = z, y = 0, z = 0

54)z = 4− x− y, x = 0, y = 0, z = 0

از اس  ت اس  ت ع  ب  ارت xy ص  ف  ح  ه در R چ  ون خ  اص  ͬ ن  اح  ي  ه ب  الای و z = x2 + y2 س  ه  م  ي  وار زي  ر ح  ج  م (55

V =

∫ 1

0

∫ y

0
(x2 + y2)dxdy +

∫ 2

1

∫ 2−y

0
(x2 + y2)dxdy

ͅ  وس م  ع   ان  ت  ͽ  رال  ͽ  ي  ری ت  رت  ي  ب ب  ا ͅ  رر م   ان  ت  ͽ  رال ͷ  ي ب  ص  ورت را ح  ج  م س  پ  س و ک  ن  ي  د رس  م را ن  اح  ي  ه اب  ت  دا

آوري  د. دس  ت ب  ه

ب  ه م  ح  دود ک  ه ن  ازک  ͬ ورق  ه م  ب  داء و م  خ  ت  ص  ات م  ح  ورھ ای ح  ول چ  رخ  ش ش  ع  اع و ج  رم م  رک  ز ‐م  ط  ل  وب  س  ت

ͬ ب  اش  د: م   ش  ده داده چ  ͽ  ال  ͬ ب  ا زي  ر ش  ده م  ش  خ  ص ن  اح  ي  ه ھ ای

56)y =
√
x , x = 9 , y = 0 , ρ(x, y) = x+ y

57)y = 3√x , x = 8 , y = 0 , ρ(x, y) = y2

58)y = x3 , y = 2x , ρ(x, y) = ky

59)y = ln x , x = 2 , y = 0 , ρ(x, y) =
1
x

60)y = x , y = 2− x , ρ(x, y) = 6x+ 3y + 3

61)y = x , y = −x , y = 1 , ρ(x, y) = y + 1

62)x = y − y2 , x+ y = 0 , ρ(x, y) = x+ y

63)y = sin x , x = 0 , x = π , y = 0 , ρ(x, y) = y
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64)x = 0 , x = 2 , y = 1 , y = −1 , ρ(x, y) = 1+ x

20

65)y = e−x2
, x = −1 , x = 1 , y = 0 , ρ(x, y) = |xy|

و x = 0 خ  ط  وط ب  ه و واق  ع اول رب  ع در ک  ه ρ(x, y) = 3 چ  ͽ  ال  ͬ ب  ا ن  ازک  ͬ ورق  ه ج  رم م  رک  ز م  ط  ل  وب  س  ت (66

اس  ت. م  ح  دود y = 2− x2 س  ه  م  ͬ و y = x

ن  ازک  ͬ ورق  ه ͬ آورد م   وج  ود ب  ه ج  واب ن  اح  ي  ه دو و ͬ ک  ن  د م   ق  ط  ع را x2 + 4y2 = 12 ب  ی  ض  ͬ x = 4y2 س  ه  م  ͬ (67

ب  ي  اب  ي  د. را آن ج  رم ، اس  ت ک  رده اش  غ  ال را ͅ  ت  ر ک  وچ   ن  اح  ي  ه ρ(x, y) = 5x چ  ͽ  ال  ͬ ب  ا

x + y = 4 خ  ط و y2 = 2x س  ه  م  ͬ ،x م  ح  ور ب  ه ک  ه ب  ي  اب  ي  د را اول رب  ع در واق  ع ن  اح  ي  ه ای ج  رم م  رک  ز (68

اس  ت. م  ح  دود

م  ح  ورھ ای ح  ول ن  ازک، ورق  ه ͷ  ي چ  رخ  ش ش  ع  اع ھ ای و م  ان  د وگ  ش  ت  اورھ ای ج  رم م  رک  ز م  ط  ل  وب  س  ت (69

y = x + 2 خ  ط ب  ه چ  پ از و y2 + x = 0 س  ه  م  ͬ ب  ه راس  ت از ک  ه ρ(x, y) = 60 چ  ͽ  ال  ͬ ب  ا م  خ  ت  ص  ات

اس  ت. م  ح  دود

آوري  د: دس  ت ب  ه را ان  ت  ͽ  رال ح  اص  ل س  پ  س و رس  م را ان  ت  ͽ  رال  ͽ  ي  ری ن  اح  ي  ه زي  ر ت  م  ري  ن ھ ای از ͷ  ھ ري ‐در

70)
∫ π

1

∫ 2

0
(r sin θ)rdrdθ 71)

∫ π
4

0

∫ 3

0
(sin θ cos θ)rdrdθ

72)
∫ π

2

0

∫ 1+sin θ

0
(cos θ)rdrdθ 73)

∫ 5π
6

π
2

∫ 2 sin θ

1
sin θdrdθ

74)
∫ π

2

0

∫ 2

2 sin θ

(sin θ)rdrdθ 75)
∫ π

4

0

∫ 2 sin 2θ

0
cos 2θdrdθ

ب  ي  اب  ي  د: را ش  ده م  ش  خ  ص ن  اح  ي  ه م  س  اح  ت دوگ  ان  ه ان  ت  ͽ  رال از اس  ت  ف  اده ‐ب  ا
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r = 2 cos 4θ از ب  رگ ͷ  ی (77

r = 4+ 8 cos θ (79

r = 4 sin 3θ از ب  رگ ͷ  ی (76

r = 3+ 2 sin θ (78

.r = 3 دای  ره خ  ارج و r = 2− 2 cos θ دل  ن  م  ای داخ  ل (80

.r = 3 sin θ دای  ره داخ  ل و r = 1+ sin θ دل  ن  م  ای خ  ارج (81

ح  اص  ل ق  ط  ب  ͬ م  خ  ت  ص  ات ͷ  ک  م ب  ه س  پ  س و رس  م را ان  ت  ͽ  رال  ͽ  ي  ری ن  اح  ي  ه زي  ر ت  م  ری  ن ھ ای از ͷ  ھ ري ‐در

آوري  د. دس  ت ب  ه را ان  ت  ͽ  رال ھ ا

.x2 + y2 = 4 داي  ره ب  ه ش  ده م  ح  دود R ک  ه ∫∫
D

(x2 + y2)
3
2dA (82

.y = 0 و y =
√1− x2 داي  ره ب  ه ش  ده م  ح  دود R ک  ه ∫∫

D

x2(x2 + y2)3dA (83

.0 < a < b ب  ا x2 + y2 = b2 و x2 + y2 = a2 داي  ره دو ب  ه ش  ده م  ح  دود R ک  ه ∫∫
R

x2
x2+y2dA (84

.(x2 + y2)2 = x2 − y2 ب  ه ش  ده م  ح  دود R ک  ه ∫∫
R

(x2 + y2)dA (85

ک  ن  ي  د: م  ح  اس  ب  ه را زي  ر ‐ان  ت  ͽ  رال ھ ای

86)
∫ a

−a

∫ √
a2−x2

0
e−(x2+y2)dydx 87)

∫ 1

0

∫ √1−x2

0
e
√

x2+y2dydx

88)
∫ 2

0

∫ √
4−y2

0
cos(x2 + y2)dxdy 89)

∫ 2

1

∫ x

0

1√
x2 + y2

dydx

اس  ت. گ  رف  ت  ه ق  رار زي  ر روي  ه دو ب  ي  ن ک  ه ج  س  م  ͬ ح  ج  م م  ط  ل  وب  س  ت (90

z = 4− x2 − y2 , z = x2 + y2

را ورق  ه اي  ن م  ان  د گ  ش  ت  اور س  ت، ا م  ح  دود r = 1+ cos θ دل  ن  م  ای ب  ه ρ(x, y) = 1 چ  ͽ  ال  ͬ ب  ا ن  ازک  ͬ ورق  ه (91

ب  ي  اب  ي  د. م  ب  داء ح  ول

11



م  ͬ r = 1 داي  ره ب  ي  رون و r = 1+ cos θ دل  ن  م  ای درون ب  ه م  ح  دود ρ(x, y) = 1 چ  ͽ  ال  ͬ ب  ا ن  ازک  ͬ ورق  ه (92

ب  ي  اب  ي  د. را م  ب  داء و م  خ  ت  ص  ات م  ح  ورھ ای ح  ول چ  رخ  ش ش  ع  اع و ج  رم م  رک  ز ب  اش  د،

دل  ن  م  ای درون در ک  ه اس  ت ن  اح  ي  ه ای ب  ه م  ح  دود آن پ  اي  ي  ن ق  اع  ده ک  ه ب  ي  اب  ي  د را اس  ت  وان  ه ای ح  ج  م (93

دارد ق  رار z = x ص  ف  ح  ه در آن ب  الای ق  اع  ده و r = 1 داي  ره ب  ي  رون و r = 1+ cos θ

ک  ن  ي  د. پ  ي  دا را x2 + (y − 4)2 = 16 اس  ت  وان  ه ب  ا x2 + y2 + z2 = 64 ک  ره ب  ي  ن ح  ج  م (94

ت  غ  ي  ي  ر ب  ا x = 2 و y = 0 و y = 2x ب  ه ش  ده م  ح  دود ک  ه R ن  اح  ي  ه روی ∫∫
R

(y − x)dA دوگ  ان  ه ان  ت  ͽ  رال (95

آوری  د. دس  ت ب  ه y = 2v و x = u+ v م  ت  غ  ي  رھ ای

ب  ا x = 4 و 2y = x و y = 3x ب  ه ش  ده م  ح  دود ک  ه R ن  اح  ي  ه روی ∫∫
R

(3x − 4y)dA دوگ  ان  ه ان  ت  ͽ  رال (96

آوری  د. دس  ت ب  ه y = 3u− v و x = u− 2v م  ت  غ  ي  رھ ای ت  غ  ي  ي  ر

ت  غ  ي  ي  ر ب  ا 1
4x

2 + 1
9y

2 ≤ 1 ب  ه ش  ده م  ح  دود ک  ه R ن  اح  ي  ه روی ∫∫
R

(
1
4x

2 + 1
9y

2
)
dA دوگ  ان  ه ان  ت  ͽ  رال (97

آوری  د. دس  ت ب  ه y = 3v و x = 2u م  ت  غ  ي  رھ ای

ت  غ  ي  ي  ر ب  ا y = x و y = 0 و y = 2√1− x ب  ه ش  ده م  ح  دود ک  ه R ن  اح  ي  ه روی ∫∫
R

xydA دوگ  ان  ه ان  ت  ͽ  رال (98

آوری  د. دس  ت ب  ه y = 2uv و x = u2 − v2 م  ت  غ  ي  رھ ای

و y = 2x و xy = 2 و xy = 1 ب  ه ش  ده م  ح  دود ک  ه R ن  اح  ي  ه روی ∫∫
R

(x2 + 2y2)dA دوگ  ان  ه ان  ت  ͽ  رال (99

آوری  د. دس  ت ب  ه y = v و x =
u

v
م  ت  غ  ي  رھ ای ت  غ  ي  ي  ر ب  ا y = x

(−1, 0) رئ  وس ب  ه ض  ل  ع  ͬ چ  ه  ار ͷ  ي ب  ه ش  ده م  ح  دود ک  ه R ن  اح  ي  ه روی ∫∫
R

2y + x

y − 2xdA دوگ  ان  ه ان  ت  ͽ  رال (100

آوری  د. دس  ت ب  ه v = 2y + x و u = y − 2x م  ت  غ  ي  رھ ای ت  غ  ي  ي  ر ب  ا (0, 2) و (0, 4) و (−2, 0) و

12



و yx2 =
π

2 و y2 = x و x2 = πy ب  ه ش  ده م  ح  دود ک  ه R ن  اح  ي  ه روی ∫∫
R

x2 sinxy
y

dA دوگ  ان  ه ان  ت  ͽ  رال (101

آوری  د. دس  ت ب  ه y2 = x

y

و A(1, 0) رئ  وس ب  ه چ  ه  ارض  ل  ع  ͬ ب  ه ش  ده م  ح  دود ک  ه ن  اح  ي  ه روی ∫∫
R

sin
(y − x

y + x

)
dA دوگ  ان  ه ان  ت  ͽ  رال (102

آوری  د. دس  ت ب  ه D(0, 1) و C(0, 2) و B(2, 0)

رئ  وس ب  ه چ  ه  ارض  ل  ع  ͬ ب  ه ش  ده م  ح  دود ک  ه R ن  اح  ي  ه روی ∫∫
R

(x− y)2 sin2(x+ y)dA دوگ  ان  ه ان  ت  ͽ  رال (103

آوری  د. دس  ت ب  ه D(0, π) و C(π, 2π) و B(2π, π) و A(π, 0)

م  ت  غ  ي  رھ ای ت  غ  ي  ي  ر ب  ا |x| + |y| ≤ 4 ب  ه ش  ده م  ح  دود ک  ه R ن  اح  ي  ه روی ∫∫
R

ex+ydA دوگ  ان  ه ان  ت  ͽ  رال (104

آوری  د. دس  ت ب  ه v = x− y و u = x+ y

.
(
x2

4 +
y2

9

)2
=

x2

4 − y2

9 م  ن  ح  ن  ͬ ب  ه م  ح  دود م  س  اح  ت م  ط  ل  وب  س  ت (105

.x
2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1 م  ع  ادل  ه ب  ه ب  ي  ض  ي  ͽ  ون ح  ج  م م  ط  ل  وب  س  ت (106

رب  ع در واق  ع z = 0 و y = 2x و y = x و xy = 2 و xy = 1 و z = x+ y س  ط  وح ب  ه م  ح  دود ح  ج  م (107

ب  ي  اب  ي  د. را اول

ب  ی  اب  ی  د. را xy3 = 6 و xy3 = 3 و xy = 4 و xy = 2 ب  ي  ن م  ح  ص  ور س  ط  ح (108

ب  ي  اب  ي  د. را (4x− y)2 + (2x+ 2y − 7)2 = 100 م  ع  ادل  ه ب  ه ب  ي  ض  ͬ م  س  اح  ت (109
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ن  م  ای  ي  د: م  ح  اس  ب  ه را زي  ر ‐ان  ت  ͽ  رال ھ ای

1)
∫ 2

1

∫ z2

0

∫ x−z

x+z

zdydxdz 2)
∫ 2

−1

∫ x2

1

∫ x+y

0
2x2ydzdydx

3)
∫ 1

0

∫ π

0

∫ π

0
y sin zdxdydz 4)

∫ 3

2

∫ 3y

0

∫ yz

1
(2x+ y + z)dxdzdy

5)
∫ 1

−1

∫ 1

−1

∫ 1

−1
(x+ y + z)dydxdz 6)

∫ 1

0

∫ 1−x

0

∫ 5−x2

4x2
(x− y + 1)dzdydx

آوري  د: دس  ت ب  ه ͬ آي  ن  د م   وج  ود ب  ه زي  ر ͬ ھ ای م  ن  ح  ن   ت  وس  ط ک  ه اج  س  ام  ͬ ‐ح  ج  م

7)z + x2 = 4 , y + z = 4 , y = 0 , z = 0

8)z2 + x2 = 4 , y2 + z2 = 4

9)y = 2− z2 , y = z2 , x = 0 , x+ z = 4

10)z = 4y2 , z = 2 , x = 2 , x = 0

11)z = x2 + y2 , y + z = 2

12)z = 9− x2 , z = 0 , y = −1 , y = 2

ب  ه م  ح  دود و اول ھ ش  ت  م ͷ  ي در واق  ع ͅ  ع  ب م   روی ،f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 گ  ان  ه س  ه ان  ت  ͽ  رال (13

آوری  د. دس  ت ب  ه z = 1 و y = 1 و x = 1 ص  ف  ح  ات و م  خ  ت  ص  ات ص  ف  ح  ات

و x = 0 و z = y ص  ف  ح  ات و x = 4− y2 اس  ت  وان  ه ب  ه م  ح  دود و اول ھ ش  ت  م ͷ  ي در ک  ه ج  س  م  ͬ ح  ج  م (14

آوري  د دس  ت ب  ه را ͬ ب  اش  د م   z = 0

ب  ه را ͬ ب  اش  د م   x = 0 و x + y = 4 ص  ف  ح  ات و y2 + 4z2 = 16 اس  ت  وان  ه ب  ه م  ح  دود ک  ه ج  س  م  ͬ ح  ج  م (15

آوری  د. دس  ت
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ͬ ب  اش  د م   x+ z = 3 ص  ف  ح  ه و x2 + y2 = 4 اس  ت  وان  ه و م  خ  ت  ص  ات ص  ف  ح  ات ب  ه م  ح  دود ک  ه ج  س  م  ͬ 16)ح  ج  م

آوری  د. دس  ت ب  ه را

ͬ ب  اش  د م   z =
√
x2 + y2 م  خ  روط و z = 0 ص  ف  ح  ه و x2 + y2 = 4 اس  ت  وان  ه ب  ه م  ح  دود ک  ه ج  س  م  ͬ ح  ج  م (17

آوری  د. دس  ت ب  ه را

ͬ ب  اش  د م   z = x2 + y2 س  ه  م  ی  ͽ  ون و z = 0 ص  ف  ح  ه و x2 + y2 = 4 اس  ت  وان  ه ب  ه م  ح  دود ک  ه ج  س  م  ͬ ح  ج  م (18

آوری  د. دس  ت ب  ه را

ب  ه اط  راف از و z = 1 ص  ف  ح  ه ب  ه ب  الا از و xoy ص  ف  ح  ه ب  ه پ  ائ  ي  ن از اس  ت م  ح  دود ک  ه ج  س  م  ͬ ح  ج  م (19

آوری  د. دس  ت ب  ه را r = z sin θ روي  ه

آوری  د. دس  ت ب  ه را r = z(1+ sin θ) روي  ه و z = 1 ص  ف  ح  ه ب  ه اس  ت م  ح  دود ک  ه ج  س  م  ͬ ح  ج  م (20

آوری  د. دس  ت ب  ه را rz = 2 روي  ه و z = 2 و z = 1 ص  ف  ح  ات ب  ه اس  ت م  ح  دود ک  ه ج  س  م  ͬ ح  ج  م (21

از و z = x2 + y2 س  ه  م  ی  ͽ  ون ب  ه ب  الا واز xoy ص  ف  ح  ه ب  ه پ  ائ  ي  ن از اس  ت م  ح  دود ک  ه ج  س  م  ͬ ح  ج  م (22

آوری  د. دس  ت ب  ه را y2 + x2 − z2

4 = 1 ͅ  پ  ارچ  ه ي   ͬ گ  ون ھ ذل  ول   ب  ه اط  راف

آوري  د. دس  ت ب  ه را ب  زرگ  ت  ر ق  س  م  ت ح  ج  م ، اس  ت ش  ده ق  ط  ع z = 2 ص  ف  ح  ه ت  وس  ط ρ = 4 ک  ره (23

ب  ي  اب  ي  د. را دارد ق  رار x2 + y2 + z2 = z ک  ره زي  ر و z =
√
x2 + y2 م  خ  روط ب  الای ک  ه را ج  س  م  ͬ ح  ج  م (24

ب  ی  اب  ی  د. را y − z = −3 ص  ف  ح  ه و x2 + y2 = 4 اس  ت  وان  ه و z = 0 ص  ف  ح  ه ب  ي  ن ح  ج  م (25

ب  ی  اب  ی  د. را
(

x2
4 + y2

9 + z2
25

)2
= x2

4 + y2
9 + z2

25 س  ط  ح ب  ه م  ح  ص  ور ح  ج  م (26
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آوري  د. دس  ت ب  ه را φ = α ت  وس  ط ρ = a ک  ره از ش  ده ب  ري  ده ح  ج  م (27

دس  ت ب  ه را ͬ ب  اش  د م   φ = β و φ = α م  خ  روط ھ ای ن  ي  م  ه و ρ = a ک  ره ب  ه م  ح  ص  ور ک  ه ج  س  م  ͬ ح  ج  م (28

آوري  د.

.ρ = (1− cosφ) روی  ه و φ =
2π
3 م  خ  روط درون ح  ج  م م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت (29

xy = 1 و y = 2x و y = x س  ط  وح ب  ه م  ح  ص  ور ن  اح  ي  ه R آن در ک  ه ∫∫∫
R

xy
z
dxdydz م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت (30

ͬ ب  اش  د. م   xy = 3 و

ھ ذل  ول  وی اس  ت  وان  ه ھ ای z =
x2 + y2

2 و z =
x2 + y2

3 ب  ه م  ح  ص  ور ن  اح  ي  ه ح  ج  م م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت (31

.yz = 49 و yz = 25 و xz = 36 و xz = 4 و xy = 9 و xy = 1

ب  ی  اب  ی  د. ρ(x, y, z) = √
x2 + y2 + z2 چ  ͽ  ال ت  اب  ع ب  ا را 9 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 25 ک  روی ج  س  م ج  رم (32

ب  ی  اب  ی  د. ρ(x, y, z) = x ف  رض ب  ا را z = h و z = 0 ص  ف  ح  ات و x2 + y2 = a2 ب  ي  ن م  ح  ص  ور ن  اح  ي  ه ج  رم (33

ب  ی  اب  ی  د. را ρ(x, y, z) = r−r|z| ف  رض ب  ا r2 + z2 = 4 ک  ره ب  ه م  ح  ص  ور ن  اح  ي  ه ج  رم (34

را r =
a

2 اس  ت  وان  ه خ  ارج و r2 + z2 = 4 ک  ره ب  ه ب  الا از و xoy ص  ف  ح  ه ب  ه م  ح  ص  ور ن  اح  ي  ه م  رک  زج  رم (35

ب  ی  اب  ی  د.

ص  ف  ح  ه ب  ه ن  س  ب  ت ρ(x, y, z) =
√

x2
a2 +

y2
b2 +

z2
c2 چ  ͽ  ال ت  اب  ع ف  رض ب  ا را x2

a2 +
y2
b2 +

z2
c2 = 1 م  ان  د گ  ش  ت  اور (36

ب  ی  اب  ی  د. yoz

م  ط  ل  وب  س  ت ،xoy ص  ف  ح  ه ب  الای در واق  ع z = r م  خ  روط و r = 5 اس  ت  وان  ه ب  ه اس  ت م  ح  ص  ور ج  س  م  ͬ (37

.Iz م  ح  اس  ب  ه
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م  ق  دار ج  رم واح  د چ  ͽ  ال  ͬ اگ  ر ،z = 4− x2 − y2 س  ه  م  ي  ͽ  ون و xoy ص  ف  ح  ه ب  ه اس  ت م  ح  ص  ور ج  س  م  ͬ (38

.Iz م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت ب  اش  د k ث  اب  ت

δ = ρ3 ب  ا اس  ت ب  راب  ر ن  ق  ط  ه ھ ر در چ  ͽ  ال  ͬ اس  ت م  ف  روض ͬ م  ت  ر س  ان  ت   4 ارت  ف  اع ب  ه φ =
π

4 م  خ  روط (39

.Iz م  ط  ل  وب  س  ت

آوري  د: ب  دس  ت را زي  ر ان  ت  ͽ  رال ح  اص  ل (40

∫ √2

0

∫ √
4−y2

y

∫ √
4−x2−y2

0

√
x2 + y2 + z2dzdydx

.5 ش  ع  اع و م  ب  داء م  رک  ز ب  ه اس  ت ک  ره ای R ک  ه ،∫∫∫
R

1√
(x−1)2+(y−2)2+(z−3)2

dxdydz م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت (41

2x2 + 3y2 + 5z2 = 1 ب  ي  ض  ي  ͽ  ون داخ  ل R آن در ک  ه ∫∫∫
R

√1− 2x2 − 3y2 − 5z2dv م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت (42

اس  ت.

اس  ت. x2
a2 +

y2
b2 +

z2
c2 = 1 ب  ي  ض  ي  ͽ  ون داخ  ل R آن در ک  ه ∫∫∫

R

dxdydz م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت (43

ͬ ب  اش  د. م   x2 + y2 + z2 ≤ 2 ک  ره R آن در ک  ه ∫∫∫
R

(x2 + y2 + z2)dv م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت (44

س  ه  م  ي  ͽ  ون و x2 + y2 + z2 ≤ 3 ک  ره ب  ه م  ح  دود R آن در ک  ه ∫∫∫
R

(x+ y + z)2dv م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت (45

ͬ ب  اش  د. م   x2 + y2 ≤ 2z

ͬ ب  اش  د. م   5 ش  ع  اع و (5, 3, 1) م  رک  ز ب  ه ک  ره ای R آن در ک  ه ∫∫∫
R

dv
(x−5)2+(y−3)2+(z−1)2 م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت (46
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ھ ف  ت  م ف  ص  ل ت  م  ری  ن ھ ای

م  رب  ع  ͬ ن  اح  ي  ه R ب  ه ط  وری ک  ه ب  ي  اب  ي  د دارد ق  رار R ن  اح  ي  ه ب  الای ک  ه z = y + 1
2x

2 روي  ه از ب  خ  ش  ͬ م  س  اح  ت (1

ͬ ب  اش  د. م   (0, 1, 0) و (1, 1, 0) و (1, 0, 0) و (0, 0, 0) م  خ  ت  ص  ات ب  ه xy ص  ف  ح  ه در ͅ  ل ش  

آوري  د. دس  ت ب  ه را ͬ گ  ي  رد م   ق  رار z = 1 ص  ف  ح  ه زي  ر ک  ه z = x2 + y2 س  ه  م  ي  ͽ  ون از ق  س  م  ت  ͬ م  س  اح  ت (2

ب  اش  د، (2, 2, 0) و (0, 2, 0) و (0, 0, 0) م  خ  ت  ص  ات ب  ا xy ص  ف  ح  ه در ͅ  ل ش   م  ث  ل  ث  ͬ ن  اح  ي  ه R ب  ͽ  ي  ري  د درن  ظ  ر (3

ب  ي  اب  ي  د. را دارد ق  رار R ن  اح  ي  ه ب  الای ک  ه z = y2 روي  ه از ق  س  م  ت آن م  س  اح  ت

م  ط  ل  وب  س  ت اس  ت ش  ده ͅ  ي  ل ت  ش   x = 2− y2 و x = y2 م  ع  ادلات ب  ه ق  س  م  ت دو از اس  ت  وان  ه ای ج  ان  ب  ͬ روي  ه (4

ͬ ک  ن  د. م   ج  دا x+ 2y + 2z = 5 ص  ف  ح  ه از اس  ت  وان  ه اي  ن ک  ه ن  اح  ی  ه ای م  س  اح  ت

ͬ ک  ن  د. م   ج  دا x2 + y2 − z = 0 س  ه  م  ي  وار از z = 6 و z = 2 ص  ف  ح  ات ک  ه ن  واری م  س  اح  ت م  ط  ل  وب  س  ت (5

ب  ه م  ح  دود و xy ص  ف  ح  ه در واق  ع م  ث  ل  ث  ͬ ب  الای ک  ه x2 − 2z = 0 روي  ه از ب  خ  ش  ͬ م  س  اح  ت م  ط  ل  وب  س  ت (6

دارد. ق  رار y = x و y = 0 و x =
√3 خ  ط  وط

ͅ  ره ن  ی  م   از x2 + y2 = 1 اس  ت  وان  ه ک  ه x2 + y2 + z2 = 2 (z ≥ 0) ͅ  ره ن  ي  م   از ع  رق  چ  ي  ن  ͬ م  س  اح  ت م  ط  ل  وب  س  ت (7

ͬ ک  ن  د. م   ج  دا

.x2 + y2 + z2 = a2 ک  ره ج  ان  ب  ͬ س  ط  ح م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت (8

م  ح  دود و xy ص  ف  ح  ه در واق  ع م  ث  ل  ث  ͬ ب  الای ک  ه x2 − 2y − 2z = 0 روی  ه از ب  خ  ش  ͬ م  س  اح  ت م  ط  ل  وب  س  ت (9

دارد. ق  رار y = 3x و y = 0 و x = 2 خ  ط  وط ب  ه

18



دارد. ق  رار y = ±1
2 و x = ±1

2 ص  ف  ح  ات ب  ي  ن ک  ه x2 + z2 = 1 اس  ت  وان  ه از ب  خ  ش  ͬ م  ط  ل  وب  س  ت (10

و x = 2 و x = 0 ص  ف  ح  ات ت  وس  ط z − 2x− y = 5 ص  ف  ح  ه ب  رش از ح  اص  ل روي  ه م  س  اح  ت م  ط  ل  وب  س  ت (11

.y = 4 و y = 0

روي  ه م  س  اح  ت ͬ دھ ي  م، م   ق  ط  ع z = 3 و z = 1 و x = 1 و x = 0 ص  ف  ح  ات ب  ا را x2 + y2 = 25 اس  ت  وان  ه (12

ب  ی  اب  ی  د. را ح  اص  ل

م  ن  ح  ن  ͬ از ح  ل  ق  ه ͷ  ي ب  ه ش  ده م  ح  دود ک  ه z2 = x2 + y2 م  خ  روط از ب  خ  ش  ͬ م  س  اح  ت م  ط  ل  وب  س  ت (13

.r =
√
cos 2θ

ͬ ب  اش  د. م   م  ح  دود ρ = 2 و ρ = 1 ک  ره دو ب  ي  ن ک  ه z2 = x2 + y2 م  خ  روط از ب  خ  ش  ͬ م  س  اح  ت م  ط  ل  وب  س  ت (14

اس  ت  وان  ه درون و xy ص  ف  ح  ه ب  الای ک  ه x2 + z2 = a2 اس  ت  وان  ه از ب  خ  ش  ͬ م  س  اح  ت م  ط  ل  وب  س  ت (15

ͬ ب  اش  د. م   x2 + y2 = a2

ͬ ب  اش  د. م   r = cos 2θ م  ن  ح  ن  ͬ ب  ه ش  ده م  ح  دود ک  ه z = x2 + 2y2 اس  ت  وان  ه از ب  خ  ش  ͬ م  س  اح  ت م  ط  ل  وب  س  ت (16

آوري  د. ب  دس  ت را ک  ره ͷ  ي روي  ه م  س  اح  ت ف  رم  ول ، آن ق  ط  ر ح  ول ن  ي  م  داي  ره ͷ  ي دوران ب  ا (17

ت  ا x = 0 از y = acosh(x
a
) زن  ج  ي  ری م  ن  ح  ن  ͬ از ق  وس  ͬ دوران از ح  اص  ل دوار روي  ه م  س  اح  ت م  ط  ل  وب  س  ت (18

yھ ا. م  ح  ور ح  ول x = a

ت  ا x = 0 از y = acosh(x
a
) زن  ج  ي  ری م  ن  ح  ن  ͬ از ق  وس  ͬ دوران از ح  اص  ل دوار روي  ه م  س  اح  ت م  ط  ل  وب  س  ت (19

xھ ا. م  ح  ور ح  ول x = a

را ح  اص  ل دوار روي  ه م  س  اح  ت ͬ دھ ي  م. م   دوران xھ ا م  ح  ور ح  ول را 18y2 = x(6− x)2 م  ن  ح  ن  ͬ ط  وق (20

19



ب  ي  اب  ي  د.

ب  ی  اب  ی  د. را y و x م  ح  ور ح  ول 4x2 + y2 = 4 ب  ي  ض  ͬ دوران از ح  اص  ل ش  ده ج  م  ع گ  ون ک  ره م  س  اح  ت (21

ب  ی  اب  ی  د. را x م  ح  ور ح  ول (0 ≤ x ≤ π) y = sin x م  ن  ح  ن  ͬ دوران از ح  اص  ل دوار س  ط  ح م  س  اح  ت (22

ھ رگ  اه: ∫∫
g(x, y, z)dS ‐م  ط  ل  وب  س  ت

ͬ ب  اش  د. م   x2 + y2 + z2 = a2 ͅ  ره ن  ي  م   زي  ر S ،g(x, y, z) = x2 (23

x2 + y2 = 4 اس  ت  وان  ه داخ  ل ک  ه اس  ت z = y + 4 ص  ف  ح  ه از ق  س  م  ت  ͬ S ،g(x, y, z) = x2 + y2 + z2 (24

ͬ ب  اش  د. م  

دارد. ق  رار اول ھ ش  ت  م ͷ  ي در ک  ه اس  ت 2x+ 3y + z = 6 ص  ف  ح  ه از ق  س  م  ت  ͬ S ،g(x, y, z) = x+ y (25

x2 + y2 = 2y اس  ت  وان  ه داخ  ل ک  ه اس  ت 2z = x2 + y2 س  ه  م  ي  ͽ  ون از ق  س  م  ت  ͬ S ،g =
√
x2 + y2 + z2 (26

ͬ ب  اش  د. م  

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه اس  ت 0 < z < 1 و 0 < y < 1 و 0 < x < 1 ͅ  ع  ب م   س  ط  ح S ،g(x, y, z) = x+ y + z (27

ب  اش  د. م  ͬ اول ھ ش  ت  م ͷ  ي در واق  ع a ش  ع  اع و م  ب  داء م  رک  ز ب  ه ، ک  ره از ق  س  م  ت  ͬ S ،∫∫
S

x2ydS (28

دارد. ق  رار اول ھ ش  ت  م ͷ  ي در ک  ه اس  ت 2x+ 3y + 4z = 12 ص  ف  ح  ه از ق  س  م  ت  ͬ S ،∫∫
S

xy2z2dS (29

و y = 8 و y = 0 ص  ف  ح  ات ب  ه اس  ت م  ح  دود ک  ه اس  ت y = x3 م  ن  ح  ن  ͬ از ق  س  م  ت  ͬ S ،∫∫
S

(xz + 2y)dS (30

.z = 0 و z = 2

م  خ  ت  ص  ات ص  ف  ح  ات ب  ه اس  ت م  ح  دود ک  ه اس  ت 4x+ y = 8 ص  ف  ح  ه از ق  س  م  ت  ͬ S ،∫∫
S

(x2− 2y+ z)dS (31

.z = 6 ص  ف  ح  ه و

ص  ف  ح  ات ب  ه اس  ت م  ح  دود ک  ه اس  ت x2 + y2 = 4 م  ن  ح  ن  ͬ از ق  س  م  ت  ͬ S ،∫∫
S

(x2 + y2 + z2)dS (32

اول. ھ ش  ت  م ͷ  ي در واق  ع x+ z = 2 ص  ف  ح  ه و م  خ  ت  ص  ات

ͬ ب  اش  د. م   اس  ت  وان  ه ت  وس  ط z =
√9− x2 − y2 ͅ  ره ن  ي  م   ش  ده ق  ط  ع س  ط  ح S ،∫∫

S

zdS (33
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ق  رار z = 4 و z = 1 ص  ف  ح  ات ب  ی  ن ک  ه اس  ت z2 = x2 + y2 م  خ  روط س  ط  ح از ق  س  م  ت  ͬ S ، ∫∫
S

x2zdS (34

دارد.

ن  اح  ي  ه م  رزی س  ط  ح و F = xi + yj + (sin xy)k آن در ک  ه ∫∫
R

F · ndσ ان  ت  ͽ  رال م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت (35

اس  ت. y + z = 2 و y = 0 و z = 0 و z = 1− x2 س  ط  وح ب  ی  ن

س  ط  وح ب  ي  ن م  ح  ص  ور م  رز R و F = yi+ xj + zk آن در ک  ه ∫∫
R

F · ndσ ان  ت  ͽ  رال م  ح  اس  ب  ه م  ط  ل  وب  س  ت (36

ͬ ب  اش  د. م   z = 1 و z = 5− x2 − y2

و x = 0 ص  ف  ح  ات ک  ه س  ط  ح  ͬ از گ  ذرن  ده F = z2i + xj − 3zk م  ي  دان ب  رون  س  وی ش  ار م  ط  ل  وب  س  ت (37

ͬ ک  ن  د. م   ج  دا z = 4− y2 س  ه  م  وی اس  ت  وان  ه از z = 0 و x = 1

.b2 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ a2 از گ  ذرن  ده F =
xi+ yj + zk

ρ3
م  ي  دان ب  رون  س  وی ش  ار م  ط  ل  وب  س  ت (38

م  ع  ادل  ه ب  ه م  خ  روط ج  ان  ب  ͬ س  ط  ح روی F = x2i + y2j + z2k م  ي  دان ب  رون  س  وی ش  ار م  ط  ل  وب  س  ت (39

.0 ≤ z ≤ 1 و x2 + y2 = z2

x = a و x = 0 ص  ف  ح  ات ک  ه س  ط  ح  ͬ از گ  ذرن  ده F = yzj + z2k م  ي  دان س  وی ب  رون ش  ار م  ط  ل  وب  س  ت (40

ͬ ک  ن  د. م   ج  دا 0 ≤ z و z2 + y2 = a2 اس  ت  وان  ه از

ن  م  ای  ی  د. ب  ررس  ͬ x2 + y2 + z2 = 3 م  ع  ادل  ه ب  ه S روي  ه روی F = 5zk ب  رای را دي  ورژان  س ق  ض  ي  ه درس  ت  ͬ (41

و z = 4− y2 ب  ه م  ح  ص  ور S روی  ه روی F = (z2 − x)i− xyj + 3zk ب  رای را دي  ورژان  س ق  ض  ي  ه درس  ت  ͬ (42

ن  م  ای  ی  د. ب  ررس  ͬ xy ص  ف  ح  ه و x = 3 و x = 0

م  س  ت  ط  ي  ل ͅ  ع  ب م   روی F = (x2 − yz)i+ (y2 − zx)j + (z2 − xy)k ب  رای را دي  ورژان  س ق  ض  ي  ه درس  ت  ͬ (43
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ن  م  ای  ی  د. ب  ررس  ͬ 0 < z < 1 و 0 < y < 1 و 0 < x < 1

ن  م  ای  ی  د. ب  ررس  ͬ x2 + y2 + z2 = a2 ک  ره روی F = (x, y, z) ب  رای را دي  ورژان  س ق  ض  ي  ه درس  ت  ͬ (44

ج  س  م خ  ارج S س  ط  ح روی F = (x+ y)i+ (y + z)j + (z + x)k ب  رای را دي  ورژان  س ق  ض  ي  ه درس  ت  ͬ (45

ن  م  ای  ی  د. ب  ررس  ͬ x+ y + z = 2 و z = 0 و y = 1 و x = 1 ص  ف  ح  ات ب  ه م  ح  دود
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ھ ش  ت  م ف  ص  ل ت  م  ری  ن ھ ای

ن  م  ای  ی  د. م  ح  اس  ب  ه c م  ن  ح  ن  ͬ روی را زي  ر خ  ط  ͬ ان  ت  ͽ  رال ھ ای

ͬ ب  اش  د. م   |x− 1|+ |y + 1| = 2 م  ع  ادل  ه ب  ه م  ن  ح  ن  ͬ c ک  ه :∫
c
(x2 + 2y2)ds م  ط  ل  وب  س  ت (1

ͬ ب  اش  د. م   |x|+ |y| = a م  ع  ادل  ه ب  ه م  ن  ح  ن  ͬ c ک  ه :∫
c
xyds م  ط  ل  وب  س  ت (2

ب  اش  د: م  ͬ زي  ر چ  رخ  زاد ط  اق  ن  م  ای ن  خ  س  ت  ي  ن c ک  ه :∫
c
y2ds م  ط  ل  وب  س  ت (3

x = a(t− sin t) و y = a(1− cos t)

.B(1, 2) ت  ا A(0, 0) از اس  ت پ  اره خ  ط  ͬ c آن در ک  ه :∫
c
(x+ 3y)ds م  ط  ل  وب  س  ت (4

.B(1, 2, 3) ت  ا A(0, 0, 0) از اس  ت پ  اره خ  ط  ͬ c آن در ک  ه :∫
c
xyzds م  ط  ل  وب  س  ت (5

و z = bt و y = a sin t و x = a cos t م  ن  ح  ن  ͬ از ق  س  م  ت  ͬ c آن در ک  ه :∫
c
(xy + z)ds م  ط  ل  وب  س  ت (6

ͬ ب  اش  د. م   0 ≤ t ≤ 2π

ب  اش  د: م  ͬ زي  ر م  س  ي  ر دو c آن در ک  ه :∫
c
(x+

√
y − z2)ds م  ط  ل  وب  س  ت (7

R1(t) = ti+ t2j 0 ≤ t ≤ 1

R2(t) = i+ j + tk 0 ≤ t ≤ 1

.B(1,√3) ت  ا A(0, 0) از اس  ت خ  ط  ͬ پ  اره c آن در ک  ه :∫
c

2√
4−x2−y2

ds م  ط  ل  وب  س  ت (8

ͬ ب  اش  د. م   B(1, 2) ت  ا A(−1, 0) از y = x3 + 1 م  ن  ح  ن  ͬ c :∫
c
6x2ydx+ xydy م  ط  ل  وب  س  ت (9

23



ͬ ب  اش  د. م   B(2, 8) ت  ا A(0, 0) از y = x2 + 2x م  ن  ح  ن  ͬ c :∫
c
ydx+ (x+ y)dy م  ط  ل  وب  س  ت (10

ͬ ب  اش  د. م   B(4, 2) ت  ا A(4,−2) از y2 = x م  ن  ح  ن  ͬ c : ∫
c
(x− y)dx+ xdy م  ط  ل  وب  س  ت (11

ͬ ب  اش  د. م   B(1, 2) ت  ا A(0, 0) از x = y3 م  ن  ح  ن  ͬ c :∫
c
xydx+ x2y3dy م  ط  ل  وب  س  ت (12

و z = e2t و y = e−t و x = et م  ن  ح  ن  ͬ از ق  س  م  ت  ͬ c :∫
c
xzdx + (y + z)dy + xzdz م  ط  ل  وب  س  ت (13

ͬ ب  اش  د. م   0 ≤ t ≤ 1

و z = sin2t و y = 2 sin t و x = sin t م  ن  ح  ن  ͬ از ق  س  م  ت  ͬ c :∫
c
ydx + zdy + xdz م  ط  ل  وب  س  ت (14

ͬ ب  اش  د. م   0 ≤ t ≤ π

2

.B(−4, 5, 2) ت  ا A(1,−2, 3) از اس  ت پ  اره خ  ط  ͬ c :∫
c
(x− y)dx+ (y − z)dy + xdz م  ط  ل  وب  س  ت (15

.y = 0 و x+ y = 1 و x = 0 ب  ه م  ح  دود اس  ت م  ث  ل  ث  ͬ c :∫
c
y2dx+ x2dy م  ط  ل  وب  س  ت (16

.0 ≤ y ≤ sinx و 0 ≤ x ≤ π م  رز از ع  ب  ارت  س  ت c :∫
c
3ydx+ 2xdy م  ط  ل  وب  س  ت (17

خ  ط و x م  ح  ور ب  ه م  ح  دود و اول رب  ع در واق  ع ͅ  ل ش   م  ث  ل  ث  ͬ ن  اح  ي  ه c :∫
c
2xy3dx+ 4x2y2dy م  ط  ل  وب  س  ت (18

ͬ ب  اش  د. م   y = x3 و x = 1

.B(2, π2 ) ت  ا A(0, 0) از پ  اره خ  ط :∫
c
ex sin ydx+ ex cos ydy م  ط  ل  وب  س  ت (19

ͬ ب  اش  د. م   B(1, 2) ت  ا A(−3,−1) از پ  اره خ  ط c :∫
c
(2xy2 − y3)dx+ (2x2y − 3xy2 + 2)dy م  ط  ل  وب  س  ت (20

ͬ ب  اش  د. م   B(6,−2) ت  ا A(4, 2) از پ  اره خ  ط c :∫
c
(x2 − y)dx− (x− 3y)dy م  ط  ل  وب  س  ت (21

ͬ ب  اش  د. م   B(π, 1) ت  ا A(π2 , 0) از پ  اره خ  ط c :∫
c
y sinxdx− cosxdy م  ط  ل  وب  س  ت (22
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ت  ا A(−3,−2) از خ  ط  ͬ پ  اره روی اب  ت  دا ، م  س  ي  ر دو روی c :∫
c
4xydx + (2x2 − 3xy)dy م  ط  ل  وب  س  ت (23

ب  اش  د. م  ͬ اس  ت واق  ع اول رب  ع در ک  ه x2 + y2 = 1 داي  ره از ق  س  م  ت  ͬ روی س  پ  س و B(1, 0)

0 ≤ t ≤ 1 و R(t) = ti+ t2j + t3k خ  م از پ  اره ای c :∫
c
2xydx+ (6x2 − xz)dy + 10zdz م  ط  ل  وب  س  ت (24

ͬ ب  اش  د. م  

.(−√2,√2) ت  ا (√2,√2) از x2 + y2 = 4 دای  ره از ق  وس  ͬ c :∫
c

−y
x2+y2dx+ x

x2+y2dy م  ط  ل  وب  س  ت (25

گ  ري  ن ق  ض  ي  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا و م  س  ت  ق  ي  م روش دو ب  ه زي  ر ان  ت  ͽ  راھ ای م  ح  اس  ب  ه ‐م  ط  ل  وب  س  ت

.C(0, 1) و B(1, 0) و A(0, 0) رئ  وس ب  ا م  ث  ل  ث  ͬ از اس  ت ع  ب  ارت c ک  ه ∫
c
2xydx− x2ydy (26

ͬ ب  اش  د. م   y = x2 و x = 1 و y = 0 ب  ه م  ح  دود ب  س  ت  ه م  ن  ح  ن  ͬ c ک  ه ∫
c

√
ydx+

√
xdy (27

ͬ ب  اش  د. م   4y = x3 و x = 2 و y = 0 ب  ه م  ح  دود ب  س  ت  ه م  ن  ح  ن  ͬ c ک  ه ∫
c
(x+ y)dx+ xydy (28

ͬ ب  اش  د. م   x = y2 و y = x2 ب  ه م  ح  دود ب  س  ت  ه م  ن  ح  ن  ͬ c ک  ه ∫
c
(2xy − x2)dx+ (x+ y2)dy (29

ͬ ب  اش  د. م   xھ ا م  ح  ور و 1 ش  ع  اع و م  ب  داء م  رک  ز ب  ه ن  ي  م  داي  ره ای c ک  ه ∫
ex

2
dx+ xdy (30

آوري  د: ب  دس  ت را ش  ده ان  ج  ام ک  ار م  ق  دار گ  ري  ن ق  ض  ي  ه از اس  ت  ف  اده ‐ب  ا

31)F = (3x+ y)i+ (4x− 5y)j , c : x2 + 4y2 = 16

32)F = (ex + y2)i+ (x2y + cos y)j c : x2 + y2 = 25

33)F = (xy + y2)i+ xyj
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اس  ت x م  ح  ور روی [−2, 2] ب  ازه و 9x2 + 4y2 = 36 ب  ی  ض  ͬ ب  الای  ͬ ن  ی  م  ه از م  رک  ب c و

34)F = (e2x
3
+ 3y2)i+ (4e2y2 + 4x2)j

ͬ ب  اش  د. م   c(2, 6) و B(2, 1) و A(0, 0) رئ  وس ب  ا م  ث  ل  ث  ͬ c و

ن  م  ای  ی  د: ح  ل گ  ری  ن ق  ض  ی  ه ͷ  ک  م ب  ه را 18 و 17 و 16 ت  م  ری  ن ھ ای (35

ͬ ب  اش  د. م   x2 + 4y2 = 1 ب  ی  ض  ͬ c ک  ه ∮
c
tan ydx+ x tan2 ydy م  ط  ل  وب  س  ت (36

ͬ ب  اش  د. م   4x2 + 25y2 = 100 ب  ی  ض  ͬ c ک  ه ∮
c

x2y
x2+1dx− tan−1 xdy م  ط  ل  وب  س  ت (37

c ک  ه :∮100(xy) + ex
2
)dx+

(
x2 − ln(1+ y)

)
dy م  ط  ل  وب  س  ت (38

.(0 ≤ x ≤ π) y = sin x خ  م و (π, 0) ت  ا (0, 0) پ  اره خ  ط •

اول. رب  ع در واق  ع y = cos x و م  خ  ت  ص  ات ھ ای م  ح  ور ب  ي  ن م  ح  ص  ور •

ͬ ب  اش  د. م   9x2 + 4y2 = 1 ب  ي  ض  ͬ ب  ي  ن م  ح  ص  ور •

ͬ ب  اش  د. م   x2 + y2 = 4 دای  ره c ک  ه ∮
c
ex+ydx+ ex+ydy م  ط  ل  وب  س  ت (39

ͬ ب  اش  د. م   y = −x2 + 8 و y = x2 ب  ي  ن م  ح  ص  ور م  رز c ک  ه ∮
c
(y − ex)dx+ (x+ sin y)dy م  ط  ل  وب  س  ت (40

ͬ ب  اش  د. م   x6 + y4 = 10 م  ن  ح  ن  ͬ c ک  ه ∮
c
ey cosxdx+ ey sinxdy م  ط  ل  وب  س  ت (41

ͬ ب  اش  د. م   y = x2 و x = y2 ن  اح  ی  ه م  رز c :∮
c
(ex − x2y)dx+ 3x2ydy م  ط  ل  وب  س  ت (42
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